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Sistemi di numerazione 


Un primo modo per rappresentare un numero 
naturale n diverso da zero può essere quello di usare 
una famiglia di elementi, ciascuno indicato con | il cui 
cardinale sia lo stesso numero n. Invece di elementi si 
può parlare di unità. 

Tale sistema di rappresentazione tuttavia è ina- 
deguato per i nostri sensi e, dunque, siamo spinti a stu- 
diare rappresentazioni abbreviate dei numeri naturali, 
le quali costituiscono la teoria della numerazione. 
Semplici considerazioni suggeriscono che la scelta per 
la base b del sistema di numerazione di un numero 
sensibilmente diverso dal numero dieci risulterebbe 
sconveniente per l'uomo. Se, infatti, la base b fosse 
molto minore di dieci, i numeri usati nella vita quoti- 
diana raggiungerebbero una lunghezza eccessiva per 
la memoria umana. D'altra parte, se la base fosse sensi- 
bilmente maggiore di dieci, la tavola pitagorica diven- 
terebbe un peso eccessivo per la memoria. 

Il problema fondamentale della numerazione 
può essere espresso nel modo seguente: 

data una famiglia ordinata e finita di b simboli distinti (U 0 , 
Ui, U 2/ ... ,Ub-i) che raffigurano rispettivamente i numeri 0, 
1 , 2 ,... , b — 1 , rappresentare nel modo più semplice possibi- 
le ogni numero naturale n mediante questi simboli. 

Gli elementi Ui si chiamano cifre o figure e b si chiama 
la base del sistema di numerazione. 
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Una soluzione è quella accennata in precedenza, 
dove si usa il simbolo | per rappresentare i numeri na- 
turali diversi da zero, ma abbiamo detto che tale rap- 
presentazione non è, per noi, molto conveniente. Sup- 
porremo, dunque, che sia b > 1. 

La famiglia delle cifre (U 0 , Ui, U 2 ,... ,Ui>i) e i nu- 
meri naturali dell'intervallo [0,b~l] sono in corrispon- 
denza biunivoca. Si rappresenta, dunque, ogni numero 
naturale n < b con la cifra che corrisponde ad n. Per 
tutti gli altri numeri naturali, la rappresentazione con- 
siste nel fare corrispondere a ciascun numero naturale 
una successione di cifre. 

Si dimostra il seguente teorema fondamentale: 
ogni numero naturale n può scriversi nella forma: 

n = a m b m + a m ._ 1 b m " 1 + . . . + aib + a 0 

dove è m > 0, 0 < a k < b — 1 (k = 0,1, . . ., m), ed è a m > 0 se 
è m > 0. Tale rappresentazione è unica. 

Il teorema garantisce che esiste un unico m ed 
un'unica (m+l)-pla (a nv a m _i, ... , ai, a 0 ) per cui è vera 
l'uguaglianza di sopra. Pertanto possiamo indicare il 
numero n con la (m+l)-pla; convenzionalmente sarà: 

n = (a m , a m _i, ... , ai, ao)b 

e poiché è0<a;<b — 1 possiamo, tenendo conto della 
corrispondenza biunivoca tra la famiglia ci cifre e l'in- 
tervallo [O.b — 1], rappresentare il numero con una 
(m+l)-pla di cifre U. 
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In generale, passando dall'insieme N all'insieme 
Q dei numeri razionali, detta b la base del sistema di 
numerazione, il numero 

a k 3k-i ... ao,a_i a_2 ... a_h 

in base b rappresenterà il valore: 

a k b k + a k _ib k_1 + ... + a 0 b° + a_ib _1 + ... + a_ h b _h 


La numerazione in base 2 (o binaria) utilizza i 
due bit' 0 e 1. Il passaggio da un numero espresso in 
base 2 al corrispondente in base 10 è immediato: 

(1001) 2 = 1 • 2 3 + 0 • 2 2 + 0 • 2 1 + 1 • 2° = (9) 10 


Si può utilizzare anche il seguente schema di 
calcolo derivato dallo schema di Horner per il calcolo 
del valore di un polinomio: 



10 0 

1 

2 

2 4 

00 


12 4 

9 


<- risultato della trasformazione 


La conversione di un numero decimale intero 
nel suo equivalente binario può essere fatta con il se- 
guente algoritmo: 

begin 

leggi numero 
i = 0 

do 

1 Bit è la contrazione di binary digit, cifra binaria. 
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if resto (numero/ 2) = 0 

then bit-di-peso (i) = 0 
else bit-di-peso (i) = 1 

endif 

numero = parte-intera(numero/2) 
i = i + 1 

repeat until numero = 0 

end 

L'algoritmo costruisce il numero binario a partire dalla 
cifra meno significativa. 

Esempio: 

273 resti 

136 1 = a 0 (bit meno significati- 
vo) 

68 0 = ai 

34 0 = a 2 
quozienti 17 0 = a 3 
8 1 = a 4 
4 0 = a 5 
2 0 = a 6 
1 0 = a 7 

0 1 = a 8 (bit più significativo) 

(273) 10 = (100010001) 2 
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Per quanto riguarda la conversione di numeri 
frazionari, la conversione da binario a decimale non 
necessita di particolari accorgimenti: 

(101,001)2 = 1 • 2 2 + 0 • 2 1 + 1 • 2° + 0 • 2 1 + 0 • 2 2 +1-2 3 

cioè: (101,001) 2 = (5,125)20 

La trasformazione inversa può essere fatta con- 
vertendo separatamente la parte intera e la parte fra- 
zionaria. Per la prima conversione si applica il prece- 
dente algoritmo, per la seconda l'algoritmo seguente: 

begin 

leggi numero 
i = l 

do 

if numero * 2 > 1 

then bit-di-peso (i) = 1 
else bit-di-peso(i) = 0 

endif 

numero = parte-frazionaria(numero * 2) 
i = i + 1 

repeat until numero = 0 

end 

L'algoritmo costruisce la parte frazionaria a partire dal 
bit più significativo. 


Esempio: 


(17,125)20 -» ( ? h 


Effettuiamo la conversione della parte intera: 
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17 

8 1 Bit meno significativo 
4 0 
2 0 
1 0 

0 1 Bit più significativo 

(17) 10 = (ÌOOOI), 

Effettuiamo ora la conversione della parte frazionaria: 
125 

250 0 Bit più significativo 
500 0 

000 1 Bit meno significativo 

(0,125) 10 = (0,001)2 

Pertanto: 

(17,125) 10 = (10001,001) 2 

Le basi 8 e 16 vengono introdotte perché la rap- 
presentazione binaria dei numeri, per quanto adatta al 
calcolatore, non è altrettanto comoda per l'uomo che 
può facilmente commettere errori nel leggere o scrive- 
re lunghe sequenze di bit. 
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Base 10 Base 2 Base 8 Base 16 


0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

2 

10 

2 

2 

3 

11 

3 

3 

4 

100 

4 

4 

5 

101 

5 

5 

6 

110 

6 

6 

7 

111 

7 

7 

8 

1000 

10 

8 

9 

1001 

11 

9 

10 

1010 

12 

A 

11 

1011 

13 

B 

12 

1100 

14 

C 

13 

1101 

15 

D 

14 

1110 

16 

E 

15 

1111 

17 

F 

16 

10000 

20 

10 

17 

10001 

21 

11 

18 

10010 

22 

12 

19 

10011 

23 

13 

20 

10100 

24 

14 


La conversione binario-esadecimale si attua di- 
videndo i numeri binari, da destra verso sinistra, in 
campi di 4 bit che vengono separatamente convertiti in 
cifre esadecimali. 

Ad esempio, il numero (100111) 2 si converte così: 

10 | Olii = (27) 16 
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La conversione dalla base 16 alla base 2 si effet- 
tua sostituendo ogni cifra esadecimale con la corri- 
spondente configurazione binaria di 4 bit. 

Esempio: 

(92A) 16 - 1001 1 0010 1 1010 = (100100101010) 2 

La conversione esadecimale-decimale si effettua 
col solito procedimento: 

(27)i6 = 2 • 16 1 + 7 • 16° = (39)io 

Per passare invece dalla base 10 alla base 16 si 
usano algoritmi simili a quelli del caso binario. 
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Operazioni sui numeri binari 


Tabella della addizione: 


+ 0 1 


0 0 1 


1 


1 ( 1)0 


Esempio: 


riporti 111 

a 110101 + 

b 100011 = 

a+b 101100 

0 


Tabella della moltiplicazione: 


o 

0 

ì 

0 

0 

0 

ì 

0 

1 
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Esempio: 


a 1011 * 

b 0110 = 

0000 

1011 

1011 

0000 

ab 1000010 

Per quanto riguarda la sottrazione, si può proce- 
dere come nel caso decimale: 

presti- 1 

ti 

a 1100 - 

b 0010 = 

a-b 1010 

Usualmente però la sottrazione viene calcolata 
con altri metodi, ad esempio rappresentando il sot- 
traendo come numero negativo ed effettuando succes- 
sivamente la somma. 
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I numeri negativi possono essere rappresentati 
come complemento a 2 del corrispondente numero po- 
sitivo. 

II metodo più facile per ottenere il complemento 
a 2 di un numero binario è quello di fare prima il com- 
plemento ale poi sommare a questo complemento l'u- 
nità. 

Esempio: 


110001110010 numero 
001110001101 complemento a 1 
+ 1 

001110001110 complemento a 2 
Esempio di sottrazione usando il complemento a 2: 

(27)i 0 - (15) ao = (011011) 2 - (001111) 2 = 

= ( 011011) 2 + ( 110001) 2 = 

= ( 001100) 2 = 

= ( 12) 10 

Poiché dei numeri rappresentabili la prima metà 
viene utilizzata per i positivi e la seconda metà per i 
negativi, il bit più significativo vale 0 per i numeri po- 
sitivi e nulli, 1 per i negativi e, in tal senso, risulta un 
indicatore di segno. 


15 



In parole di n bit sono rappresentabili numeri di 
valore compreso fra 2 n_1 — 1 e -2 n_1 . 

Utilizzando la rappresentazione in complemen- 
to, tutte le operazioni aritmetiche possono essere ese- 
guite purché si abbia a disposizione un dispositivo in 
grado di eseguire l'operazione di addizione. 
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Codici 


Nei calcolatori, e più in generale nei circuiti di- 
gitali, accanto alla rappresentazione binaria pura, vie- 
ne usata per i numeri una rappresentazione binaria in 
codice delle cifre decimali. 

Tipico è il codice BCD ( Binary Coded Decimai) ot- 
tenuto traducendo in binario puro non l'intero numero 
preso nel suo complesso, ma le sue singole cifre deci- 
mali. In tal modo la decodificazione riguarda le singo- 
le cifre, vi sono cioè solo 10 configurazioni differenti. 
La codifica delle cifre è la seguente: 


0 


0000 

1 


0001 

2 


0010 

3 


0011 

4 


0100 

5 


0101 

6 


0110 

7 


Olii 

8 


1000 

9 


1001 


Il più elementare codice decimale è il cosiddetto 
codice "1 a 10" . In esso le dieci cifre sono subordinate a 
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10 bit dei quali assume valore 1 quello corrispondente 
alla cifra decimale da rappresentare: 


0 


0000000001 

1 


0000000010 

2 


0000000100 

3 


0000001000 

4 


0000010000 

5 


0000100000 

6 


0001000000 

7 


0010000000 

8 


0100000000 

9 


1000000000 


Non è molto vantaggioso in quanto richiede un nume- 
ro elevato di posizioni. 


Nel codice biquinario sono usati solo 7 bit: 


0 


1000001 

5 


0100001 

1 


1000010 

6 


0100010 

2 


1000100 

7 


0100100 

3 


1001000 

8 


0101000 

4 


1010000 

9 


0110000 


La posizione 7 viene usata per il riconoscimento degli 
errori e può essere tralasciata. 
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Il codice "2 a 5" richiede 5 posizioni. Delle 2 n =32 
configurazioni possibili vengono utilizzate soltanto 
quelle nelle quali compare due volte il valore 1: 


0 


11000 

1 


00011 

2 


00101 

3 


00110 

4 


01001 

5 


01010 

6 


01100 

7 


10001 

8 


10010 

9 


10100 


Una categoria di codici è quella in cui la rappre- 
sentazione è ottenuta mediante un "codice ponderato" a 
quattro cifre binarie ( codici a tetrade). Il codice è costi- 
tuito da quattro numeri o pesi : bib 2 b 3 b 4 , ciascuno diver- 
so da zero ed appartenente all'intervallo di numeri re- 
lativi [- 9 , 9 ]. Si tratta cioè di scegliere il codice in modo 
che ogni cifra decimale da 0 a 9 possa essere rappre- 
sentata da una somma: 

ribi + r 2 b 2 + r 3 b 3 + r 4 b 4 

dove i coefficienti ri sono cifre binarie 0 e 1. Il numero 0 
è rappresentato evidentemente quando tutti gli ri sono 
nulli. 
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Come esempio consideriamo il codice 1125 in cui 
bi = 1, b 2 = 1, b 3 = 2, b 4 = 5. Si ha la seguente rappre- 
sentazione: 


0 

-» 

0000 



1 


1000 

oppure 

0100 

2 


1100 

oppure 

0010 

3 


1010 

oppure 

0110 

4 


ino 



5 


0001 



6 

-> 

1001 

oppure 

0101 

7 


1101 

oppure 

0011 

8 


1011 

oppure 

Olii 

9 


1111 




Tale codice non è univoco poiché non tutti i numeri 
hanno una rappresentazione unica. 

Ci occuperemo ora di codici aventi tutti i pesi 
positivi. Supporremo, come è lecito, che: 

0 < b 4 < b 2 < b 3 < b 4 

Dimostriamo che deve essere: 

b 4 = 1 

se così non fosse, la cifra 1 non potrebbe venir rappre- 
sentata; 

b 2 < b 4 + 1 

se così non fosse, cioè fosse b 2 > 3, la cifra 2 non potreb- 
be venir rappresentata; 
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b 3 < b 4 + b 2 + l 

se così non fosse, cioè fosse b 3 > bi + b 2 + 1, la cifra b 4 + 
b 2 + 1 non potrebbe venir rappresentata; 

b 4 < b 4 + b 2 + b 3 + 1 

se così non fosse, la cifra b 4 + b 2 + b 3 + 1 non potrebbe 
venir rappresentata; 

bi + b 2 + b 3 +b 4 > 9 

se così non fosse, il 9 non potrebbe essere rappresenta- 
to. 

Pertanto le possibili quaterne di pesi sono: 

1125 1224 1234 1244 1248 

1134 1225 1235 1245 

1135 1226 1236 1246 

1136 1233 1237 1247 

Di questi codici solo l'ultimo, cioè il codice 1248 è uni- 
voco. Tale codice è il codice BCD. 

Occupiamoci ora dei codici con pesi negativi. 
Come primo esempio consideriamo il codice 3567. Con- 


veniamo 

di scrivere 6 invece di 

-6. 

Abbiamo: 

0 


0000 

5 

-> 0100 

1 


0011 

6 

-» Olii 

2 


ino 

7 

-» 0001 

3 


1000 

8 

1100 

4 

-> 

1011 

9 

-> 1111 
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Dimostriamo che in un codice con pesi negativi 
non più di due pesi possono essere negativi. Supponiamo 
che bi, b 2 e b 3 siano negativi. È: 

ribi + r 2 b 2 + r 3 b 3 < 0 

Variando ri, r 2 . r 3 in [0,1], le somme possibili sono 2 -8, 
pertanto le cifre rappresentabili, che sono date da: 

(ribi + r 2 b 2 + r 3 b 3 ) + r 4 b 4 

sono al più 9, otto casi con r 4 =l e quello con r 4 = r 2 = r 3 = 

r 4 = 0. 

Dimostriamo che condizione necessaria e sufficien- 
te affinché il codice bib 2 b 3 b 4 non sia univoco è che esista 
una quaterna (s 4 , s 2 , s 3 , s 4 ) di numeri non tutti nulli scelti 
nell'insieme dei tre numeri {-1, 0, 1} tali che: 

Sibi + s 2 b 2 + s 3 b 3 + s 4 b 4 = 0. 

Supponiamo che il codice non sia univoco, esiste allora 
un numero che ha due rappresentazioni in questo co- 
dice: r 4 r 2 r 3 r 4 e r'ir' 2 r' 3 r' 4 . È: 

r 4 bi + r 2 b 2 + r 3 b 3 + r 4 b 4 = r' 4 bi + r' 2 b 2 + r' 3 b 3 + r' 4 b 4 

da cui: 

(r 4 - r'i)bi + (r 2 - r' 2 )b 2 + (r 3 - r' 3 )b 3 + (r 4 - r' 4 )b 4 = 0. 

Essendo r ir r'i appartenenti a [0,1], r ; - r\ vale 1, 0 o -1, 
pertanto, ponendo s, = u - r'i si ha: 

Sibi + s 2 b 2 + s 3 b 3 + s 4 b 4 = 0. 

Viceversa, se esiste una quaterna (si, s 2 , s 3 , s 4 ) che veri- 
fica la Sibi + s 2 b 2 + s 3 b 3 + s 4 b 4 = 0, la rappresentazione 
non può essere univoca. Infatti si può trovare un nu- 
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mero a avente due rappresentazioni distinte nel codice 
bib 2 b 3 b 4 . Infatti, da: 

a = ribi + r 2 b 2 + r 3 b 3 + r 4 b 4 

e da: 

0 = Sibi + s 2 b 2 + s 3 b 3 + s 4 b 4 

discende che: 

a = (r 4 + Si)b 4 + (r 2 + s 2 )b 2 + (r 3 + s 3 )b 3 + (r 4 + s 4 )b 4 

Per ipotesi tutti gli Si non sono nulli. Se s ; = 1, si assu- 
merà ^ = 0 e si avrà r ; + Si = 1 # r,. Se s, = -1, si assumerà 
r ; = 1 e si avrà r, + Sj = 0 ^ ri. Si avranno così ben due 
rappresentazioni diverse per il numero a così scelte. 

Supponiamo che la (si, s 2 , s 3/ s 4 ) = (1, 1. -1, -1) ve- 
rifichi la condizione s 4 bi + s 2 b 2 + s 3 b 3 + s 4 b 4 = 0. È 
bi+b 2 -b 3 -b 4 = 0, cioè b 4 + b 2 = b 3 + b 4 . Le due rappre- 
sentazioni che si ottengono sono: 

0b 4 + 0b 2 + lb 3 + lb 4 e Ibi + lb 2 + 0b 3 + 0b 4 . 

Perché il codice bib 2 b 3 b 4 sia univoco è necessa- 
rio che, per ogni scelta degli indici i, j, k, 1 da 1 a 4 sia: 

I hi I * Ibj|; 

|bi| + |bj| + | b k | ; 

I bi | + |b,| + |b k | * | bi | . 

Ne segue che i codici univoci si possono sceglie- 
re fra i seguenti 20 gruppi i cui pesi sono dati in valore 
assoluto: 

1248 1249 1259 1468 1479 1579 2348 2458 

2478 2489 2589 3468 3567 3678 3789 4678 
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4689 4789 5679 5789 


Si può verificare che ci sono solo 17 codici con uno o 
due pesi negativi e sono: 


1248 

1468 

2348 

2458 

1248 

1468 

2348 

3468 

1248 

1468 

2348 

3567 





1248 

2348 

2456 

3567 

1248 

Ad esempio, 

, il codice 1248 scritto nell'ordine 

8421 è: 




0 


0000 

1 

-> 

0001 

2 


0010 

3 


0011 

4 


1100 

5 

-> 

1101 

6 


ino 

7 


1111 

8 


1000 

9 


1001 


Una particolare proprietà che rende utile talvol- 
ta un certo codice è quella deH'autocomplementazione. 
Tale proprietà significa che se si rappresenta una cifra 
decimale di qualsiasi con una certa combinazione di ci- 
fre binarie del codice: di = b|b 2 b ,b 4 , la rappresentazio- 
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ne del numero 9 — d ; nel codice autocomplementato 
sarà una combinazione di bit ottenuta da quella di di 
complementando ciascun bit, cioè mettendo 0 se c'è un 
1 e viceversa. Indicando convenzionalmente con b il 
complemento a 1 di b è: 9 — di = bib 2 b 3 b 4 . 

Un esempio di tale codice è il codice "eccesso-3 " 
che si chiama così perché si può derivarlo dal BCD 
sommando 3 ad ogni cifra: 


0 


0011 

1 


0100 

2 


0101 

3 

-> 

0110 

4 


Olii 

5 


1000 

6 


1001 

7 

-> 

1010 

8 


1011 

9 


1100 


Tale codice si chiama anche codice Stibitz. 

Il codice 1224 è un codice pesato autocomple- 
mentante: 


0 

-> 

0000 



1 


1000 



2 


0100 

oppure 

0010 

3 


1100 

oppure 

1010 
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4 


0001 

oppure 

0110 

5 


ino 

oppure 

1001 

6 


0011 

oppure 

0101 

7 


1011 

oppure 

1101 

8 


Olii 



9 


1111 




Tale codice solitamente è usato nella forma 2421 e reso 
univoco come segue: 


0 


0000 

1 


0001 

2 


0010 

3 


0011 

4 


0100 

5 

-» 

1011 

6 


1100 

7 


1101 

8 


ino 

9 

-» 

1111 


Tale codice è noto come codice Aiken. 

Un'altra proprietà che rende utile un codice de- 
cimale è quella della distanza unitaria tra due cifre de- 
cimali successive. Tale proprietà può essere utile nella 
individuazione e correzione di errori. Un esempio di 
tale codice è il codice Gray che appartiene anche alla ca- 
tegoria dei codici riflessi in cui il codice a n bit è gene- 
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rato dal codice a n — 1 bit per riflessione, premettendo 
0 alle configurazioni originali, 1 a quelle ottenute per 
riflessione: 


0 

00 

000 

0000 

1 

01 

001 

0001 

1 bit 

11 

011 

0011 


10 

010 

0010 


2 bit 

110 

0110 



111 

Olii 



101 

0101 



100 

0100 


3 bit 1100 
1101 
1111 
1110 
1010 
1011 
1001 
1000 
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4 bit 



La rappresentazione delle cifre decimali con il 
codice Gray è la seguente: 


0 


0000 

1 

-> 

0001 

2 


0011 

3 


0010 

4 


0110 

5 


Olii 

6 


0101 

7 


0100 

8 


1100 

9 


1101 


Codificare una certa grandezza significa attri- 
buire ad ogni valore, che la grandezza può assumere, 
una configurazione di un numero opportuno di bit, se- 
condo una certa regola detta codice. Se una grandezza 
può assumere M valori distinti, il numero di bit neces- 
sario per codificare correttamente la grandezza scelta 
dovrà soddisfare alla relazione 2 n > M. 

Abbiamo visto che per codificare le cifre deci- 
mali sono necessari 4 bit, 2 3 < 10 <2 4 . Delle possibili 16 
combinazioni di cifre binarie si usano solo 10 e quindi 
6 combinazioni non sono utilizzabili (parole di codice 
non valide). Per codificare le 26 lettere dell'alfabeto in- 
glese e le 10 cifre numeriche sono necessarie 36 confi- 
gurazioni. Essendo 2 5 < 36 < 2 6 = 64, saranno necessari 
almeno 6 bit. Di solito si usano codici basati sul byte. 
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Tali sono ad esempio i codici EBCDIC ( Extended Binary 
Coded Interchange Code) e ASCII ( American Standard 
Code fi or Information Interchange). 
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